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Plan

• Deux paradigmes probabilistes de l’incertitude

• Passerelles mathématiques
– 1. De la probabilité prédictive à la conception fréquentiste : 

l’échangeabilité et l’apprentissage

– 2. De la probabilité fréquentielle à la conception bayésienne : la 
décision

• Challenges en situation de changement
– L’hypothèse et la communauté

– Causalité et conditionnement

– Stationnarité



DEUX PARADIGMES



Rappel math:  qu’est une  Probabilité?

■ Essentiellement, un opérateur Pr d’une ensemble de parties d’un 
ensemble (stable par les opérations ensemblistes) vers l’intervalle 
[0,1] qui obéisse aux règles fondamentales :
• Pr(A)>=0
• Pr(E)=1
• Pr(A)+Pr(B)=Pr(AUB) si A et B disjoints

■ Dans le cas de cardinal d’événements infini, dénombrable ou non, la 
définition doit être adaptée (cf. convergence des séries ou de 
l’intégrale en théorie de la mesure)



Deux interprétations concrètes

• …the limiting fraction of positive outcomes in 
a repetitive experiment : Jacques Bernoulli 
(1654-1705),

• The probability of any event is the ratio 
between the value at which an expectation 
depending on the happening of the event
ought to be computed, and the chance of the 
thing expected upon it’s happening : Thomas 
Bayes (1702-1761),



Deux paradigmes

• Incertitude = qualité intrinsèque
La limite du rapport du nombre de cas favorables sur le nombre de cas 

possibles 

probabilité objective, unique
la répétabilité et les observables

• Incertitude = expression d’une interprétation
On appelle Pr(A) le prix que Vous êtes disposé à payer ou à vendre un pari qui 

rapporte : 1 euro si l’événement A se produit, 0 sinon.

probabilité subjective, personnelle, conditionnelle
le pari et les inconnues



Deux paradigmes: 
Etes vous un bayésien qui s’ignore?

Incertitude totale

Modèles en 
parallele

Raisonnement 
par l’absurde.

Dissymétrie

Étude 
d’ hypothèses
en concurrence

Jugement 
probabiliste 
direct

Fiabilité de la 
procédure 
d’estimation

Intervalle de 
confiance

BayésienFréquentiste



Détection de rupture
Production hydro-electrique de Churchill falls



Les scénarios IPCC

Horizon  2100:  

• entre  +2°C et  +4 selon scénario

• entre 550 et 850 ppm CO2



The theory that would not die…

• I am not a believer …, Dennis (1996)

• Bayesian statistics is not a branch of 
statistics, it is a way of looking at the whole
of statistics, Lindley (1971)

• …Bayesian statistics is difficult in the sense
that thinking is difficult, Berry (1997)



DE LA PROBABILITÉ PERSONNELLE À LA CONSTRUCTION FRÉQUENTISTE

L’échangeabilité

De Kolmogorov à De Finetti



1. De l’épistémique au fréquentiel

Quelques données de contrôle qualité….

1111101110111111110111101111110111111110111  ?

000001000100100011000100001100000  ?



La notion clé

• Rappel :

les variables aléatoires Y1,Y2,….Yn… sont 
échangeables si pour tout n, la loi conjointe 
est invariante par permutation des 
variables.



La probabilité prédictive 
sur observations binaires Y=1 (succès) ou Y=0 (échecs): 

Pourquoi les 3 séquences sont elles de natures différentes?

• 1 0 1 1 1 1 1 ?

• 1 0 1 1 1 1 1 ?

• 1 0 1 1 1 1 1 ?

Jeu de pile ou face avec pièce équilibrée

Contrôle de la qualité dans une usine : 
une seule pièce correcte sur sept 
échantillonnées

Naissance attendue dans une famille 
avec six garçons et une fille



• Definetti(1937) puis Hewitt-Savage (1955):

Les variables aléatoires à
valeur dans    sont échangeables, si et 
seulement si il existe une mesure de 
probabilité µ sur l’ensemble des lois de 
probabilités , telle que 

De plus la limite de la fonction de répartition empirique des   
est une réalisation de µ

Théorèmes de Représentation

1 1 2 n n 1P(X A  ,X  ,..X A ) ( )... ( ) ( )nQ A Q A dQµ∈ ∈ = ∫

1 2 nX  ,X  ,..X
ℵ

( ) sur P ℵ ℵ

1 2 nX  ,X  ,..X



1. Du bayésien au fréquentiste

• L ’échangeabilité cache une indépendance 
conditionnelle

• Sans conceptualisation épistémique, pas 
d’apprentissage

• Existence mathématique du prior et du modèle 
classique sous des hypothèses type de raison 

suffisante sur les données

[ ] [ ]∫ ×=
θ

θθθ dYY][

prior

vraisemblancepredictive



Le jugement probabiliste ordinaire 

• observations binaires: 1 0 1 1 1 1 1 ?
Prédictive=pari probabiliste naturel

• L’expertise, codée par le prior, est 
équivalente à un jeu de données virtuelles

• La probabilité est conditionnelle

• Indépendance ou  indépendance 
conditionnelle

• Faire apparaître le conditionnement =>DAG
θ

Y



θ1

θ2

θ1

θ2

Les situations d’ information incomplète

Incertitude de ressemblance
-groupe

-proximité temps
-proximité espace

Incertitude par essence
-répétition/observation/objectif

Incertitude de connaissance
-pari/ inconnue/ subjectif

Ce que l’on imagine

Ce que l’on voit

Ce que l’on
cherche



Chercher la loi CONDITIONNELLE (jointe) de certains 
nœuds sachant d’autres nœuds

Inférence = apprentissage statistique via les probabilités conditionnelles

Une connaissance (prior ou observation) « bloque » un noeud

A

B

C D

E

FG H

P1

P2

Qu’est-ce que la vision statistique?



• Modéliser :  Conditionner par 
morceaux pour traduire la

complexité

Paramètres, Etats du processus et 
mécanismes d’Observation sont

modélisés indépendemment

Modélisation

Z: Process Latent 

[effets|causes]

Ressemblance

Individus, populations, temps, espace

Paramètres

Y: Observations

[Z|θθθθ]

[y|Z, θθθθ]

[θθθθ]

Un (premier) pas vers la modélisation (hiérarchique )

A

B

C D

E

FG H

P1

P2

Z

θθθθ

y

Rôle des variables latentes…

Probabilités de détection
et d’occurrence

Où se trouve vraiment 
l’avion

Les indices que l’on 
a observés



Recherche de l’Airbus AF447 (2009/06/01)
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Search Analysis for the Location of the AF447 Underwater Wreckage. Report to Bureau 
d’Enquêtes et d’Analyses pour la sécurité de l’aviation civile. By L. D. Stone, C. Keller, T. L. 
Kratzke., J.Strumpfer. 20 January 2011
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Probabilité de détection  dans la case i

Probabilité d’occurrence dans la case i



Prior pour l’Airbus AF447 disparu 1er juin 2009

Reverse driftcdf empirique
(9 accidents)

Probabilités a priori



Mise à jour zone impact l’Airbus AF447

Probabilités a posteriori

3 juin

4 juin

5 juin

6 juin

1&2 juin



DE LA PROBABILITÉ CONVENTIONNELLE À LA CONSTRUCTION BAYESIENNE

La décision en situation 
d’information incomplète

De Wald à Savage



2. DU FRÉQUENTISTE AU BAYÉSIEN
LE CADRE DÉCISIONNEL

K Körding. Decision Theory: What "Should" the Nervous System Do?
Science 2007;318:606-610



2. DU FRÉQUENTISTE AU BAYÉSIEN
LE CADRE DÉCISIONNEL GÉNÉRAL DE WALD

θ̂=d

• Un ensemble de décisions {d}
• Des états de la nature {θ}
• Une fonction de coût W(d, θ)

• Une variable aléatoire fournissant des 
observations Y| θ

• Une règle δ de décision d= δ (y)
• Le risque  R(δ, θ)=E(W(δ(Y), θ)| θ)
• Cas particulier de l’ estimation :  



2. DU FRÉQUENTISTE AU BAYÉSIEN
Règles admissibles

• Règle non dominée : il n ’existe pas d’ autre règle 
uniformément meilleure

θ

ˆvar( | )θ θ
1̂θ

2̂θ



2. DU FRÉQUENTISTE AU BAYÉSIEN

[ ]θθπ =)(

• Risque  R(δ, θ)=E(W(δ(Y), θ)| θ)

• Le risque bayésien Rπ(δ)=E(E(W(δ(Y), θ))) la 
solution δπ dépend du poids π mis sur  θ

• Astuce mathématique? Théorème de la classe 
complète…. 

• Paradoxe de Stein…

• Interprétation 



REPRESENTATION PROBABILISTE
des INCERTITUDES

Les CHALLENGES  en SITUATION de C.C.

Un processus séquentiel de décision

Conditionnement et représentation 
de la causalité difficile. 

Faire converger les jugements de la 
communauté

Les raccourcis cognitifs



CC et incertitudes:
Les 3 Challenges de la décision séquentielle selon Krzystofowicz

• Plus  d’info, meilleure 
connaissance

• Pertes de flexibilité, 
Diminution du 
cardinal des décisions

• Irréversibilité

connaissances à t Synthèse à 
t+1 des  
connaissances      

t

REPOUSSER LA PRISE 
DE DECISION

PRENDRE UNE  
DECISION

Ensemble 
d'alternatives  
de décisions 
admissibles à t

Ensemble d'alternatives  
de décisions admissibles 
 à t+1

t+1
informations 
 supplementaires



Etat de Stress

Fumer

Etat de Stress

Fumer

Etat de Stress

Fumer

Mode de Vie

Parents
Fumeurs?

Si je suis stressé, 
il se peut 
que je fume

Fumer peut 
éventuellement
provoquer 
un état de stress

Causalité et dépendance probabiliste



Corrélation et causalité
Bernier-Parent-Boreux, 2000, exo p64

Dans la rubrique "Opinions" du quotidien "le Figaro" du 15 décembre 1994, un certain Monsieur Paul 
Lambert donne le tableau suivant où NI représente le nombre d'immigrés supplémentaires depuis 1962 et NC, 
le nombre de chômeurs.

Années 1962 1970 1975 1980 1985 1987 1989

NI (milliers) 111.8 322.5 1009 1710 3053 3920 3957

NC (milliers) 3180 4960 6190 7840 8400 9020

ð Tracer le graphe NI vs NC et calculer le coefficient de corrélation linéaire.

ð L'auteur de l'article commente cette courbe dans les termes suivants :
"…La pente de la droite médiane (0.78) tracée entre les points permet d'affirmer qu'un million d'immigrés en 
plus provoquent 780000 chômeurs de plus, que, à l'inverse, un million d'immigrés en moins produiraient 
780000 chômeurs en moins et que six millions d'immigrés en moins nous ramèneraient à 500000 chômeurs : il 
s'agit là d'une certitude mathématique (sic)".

Expliquer pourquoi la statistique ne permet pas d'aboutir à une telle conclusion péremptoire, qui ne saurait 
d'ailleurs être affectée d’aucune « certitude mathématique ».



Bayesian reanalysis of the Challenger O-ring data.
Maranzano CJ, Krzysztofowicz R. 

Risk Anal. 2008, 28(4):1053-67

Challenger 28 janvier 1986.



Décision sous incertitudes et neurosciences

• Descriptif, normatif, ou prescriptif

• Les raccourcis cognitifs
– Allais,.. Kahneman & Tverski.

– Massimo Piattelli Palmarini, La réforme du jugement ou comment ne plus se 
tromper, Paris, Éditions Odile Jacob, 1995

• Evolutionary psychology 
– K Körding. Decision Theory: What "Should" the Nervous System Do? Science 

2007;318:606-610

• L ’hypothèse des marqueurs somatiques
– J-P. Changeux, l ’Homme neuronal, Fayard 1983

– A. Damasio: Descartes' Error: Emotion, Reason, and the Human Brain, Putnam 
Publishing, 1994



K Körding. Decision Theory: What "Should" the Nervous System Do?
Science 2007;318:606-610

Evolutionary psychology



Somatic markers
Damasio's theory stresses 'the crucial role of feeling in navigating the
endless stream of life's personal decisions....The intuitive signals that
guide us in these moments come in the form of limbic-driven surges 
from the viscera that Damasio calls "somatic markers" -literally, gut
feelings! Listening to your gut reactions, 'the somatic marker...may lead 
you to reject,immediately, the negative course of action and 
thus...allows youto choose from among fewer alternatives'



θ1

θ2

θ1

θ2

Comment on imagine 
que ça marche

Ce que l’on voit

Ce que l’on cherche
1. Des jugements personnels pondérant 

différemment les hypothèses finissent par 
converger quand l’information s’accroît : une 
situation asymptotique

2. Construire un ou des modèles statistiques, 
difficile en situation instationnaire. 

3. Données observationnelles guère répétables. 
Pas de contrôle des conditions expérimentales 

4. Inadaptation décisionnelle à un changement très 
rapide.

5. La communication du risque

Conclusions 




